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Mahasiswa dapat menerapkan pendekatan diferensiasi parsial pada model-model ekonomi.
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1. Permintaan marginal dan elastisitas permintaan parsial

2. Perusahaan dengan dua macam produk dan biaya produksi gabungan

3. Utilitas marginal parsial dan keseimbangan konsumen

Penerapan Diferensial Parsial

Pendekatan diferensial parsial sangat bermanfaat untuk diterapkan pada model-model ekonomi yang mengandung lebih dari satu variabel bebas, dalam hal hendak menelaah secara parsial pengaruh dari salah satu variabel bebas tadi terhadap variabel terikatnya.

I. Permintaan marginal dan elastisitas permintaan parsial

Apabila dua macam barang mempunyai hubungan dalam penggunaannya, maka permintaan akan masing-masing barang akan fungsional terhadap harga masing-masing barang tersebut, jadi misalnya terdapat dua macam barang yaitu teh dan gula dan kedua macam barang tersebut mempunyai hubungan penggunaan, maka:

Qda = f (Pa, Pb) dibaca : permintaan akan barang A dipengaruhi oleh harga barang A dan harga barang B dan,

Qdb = f (Pa, Pb) dibaca : permintaan akan barang B dipengaruhi oleh harga barang B dan harga barang A 

Turunan pertama dari Qda dan Qdb adalah fungsi fungsi permintaan marjinalnya dimana :

d Qa / dPa adalah permintaan marjinal akan A berkenaan dengan Pa

d Qa / dPb adalah permintaan marjinal akan A berkenaan dengan Pb

d Qb / dPb adalah permintaan marjinal akan A berkenaan dengan Pb

d Qb / dPa adalah permintaan marjinal akan A berkenaan dengan Pa

Dengan dapat diturunkannya fungsi permintaan tersebut maka kita dapat mengetahui elastisitas permintaan dua macam barang yang memiliki hubungan penggunaan dengan rumus sebagai berikut :

ηda  = dQda / dPa . Pa / Qda dibaca : elastisitas permintaan barang A berkenaan dengan perubahan harga barang A 

ηdab = dQda / dPb . Pb / Qda dibaca : elastisitas permintaan barang A berkenaan dengan perubahan harga barang B

ηdb  = dQdb / dPb . Pb / Qdb dibaca : elastisitas permintaan barang B berkenaan dengan perubahan harga barang B

ηdba = dQdb / dPa . Pa / Qdb dibaca ; elastisitas permintaan barang B berkenaan dengan perubahan harga barang A

jika nilai ηda dan ηdb > 1 disebut bersifat elastis, unitary elastis jika = 1 dan inelastis jika < 1 (tanda negatif diabaikan). Sedangkan jika ηdab dan ηdba bernilai negatif maka kedua barang tersebut bersifat komplementer dan substitusi jika bertanda positif.

Contoh : Fungsi permintaan akan barang A dan barang B masing-masing ditunjukkan oleh persamaan Qda . Pa² . Pb³ - 1 = 0 dan Qdb . Pa³ . Pb - 1 = 0. Berapa elastisitas masing-masing barang dan apa hubungan kedua barang tersebut ?

Jawab :

Qda = 1 / Pa² . Pb³ = Pa-2 . Pb-3


Qdb = 1 / Pa³ . Pb = Pa-3 . Pb-1

dQda / dPa = -2 Pa-3 . Pb-3


dQdb / dPb = -Pa-3 . Pb-2

dQda / dPb = -3 Pa-2 . Pb-4


dQdb / dPa = -3Pa-4 . Pb-1

maka :

ηda  = dQda / dPa . Pa / Qda = -2 Pa-3 . Pb-3 . Pa / Pa-2 . Pb-3 = -2

ηdab = dQda / dPb . Pb / Qda = -3 Pa-2 . Pb-4 . Pb / Pa-2 . Pb-3 = -3

ηdb  = dQdb / dPb . Pb / Qdb = -Pa-3 . Pb-2 . Pb / Pa-3 . Pb-1 = -1


ηdba = dQdb / dPa . Pa / Qdb = -3 Pa-4 . Pb-1 . Pa / Pa-3 . Pb-1 = -3

Barang A bersifat elastis karena > 1 dan sifat barang B adalah unitary elastis karena = 1, sedangkan hubungan antara barang A dan B adalah bersifat komplementer (saling menggantikan) karena nilainya negatif.

II. Perusahaan dengan dua macam produk dan biaya produksi gabungan

Apabila sebuah perusahaan menghasilkan dua macam output, dan biaya yang dikeluarkan untuk menghasilkan kedua macam produk tersebut merupakan biaya produksi gabungan, maka perhitungan keuntungan maksimum dapat dilakukan dengan pendekatan diferensiasi parsial.

Contoh :

Biaya total yang dikeluarkan suatu perusahaan untuk menghasilkan dua macam barang yaitu A dan B adalah C = Qa² + 3Qb² + Qa . Qb. Harga jual masing-masing produk adalah Pa = 7 dan Pb  = 20. Hitunglah berapa unit masing-masing barang harus dihasilkan agar keuntungan maksimum ?

Jawab :

Ra = Qa . Pa = 7 Qa

R = Ra + Rb = 7 Qa + 20 Qb


Rb = Qb . Pb = 20 Qb

π = R – C = 7 Qa + 20 Qb – (Qa² + 3 Qb² + Qa .  Qb)

π = 7 Qa + 20 Qb – Qa² – 3 Qb² – Qa .  Qb
agar π maks maka π’ = 0

π’a = 7 – 2 Qa – Qb = 0 ………………(1)

π’b = 20 – 6 Qb – Qa = 0 ……………..(2)

dari persamaan satu dan dua maka diperoleh :

7 – 2 Qa – Qb = 0
x 1
  7 –   2 Qa –    Qb = 0

20 – 6 Qb – Qa = 0
x 2
40 – 12 Qb – 2 Qa = 0




          -33 + 11 Qb            = 0







Qb = 3




 7 – 2 Qa – Qb = 0





 7 – 2 Qa – 3 = 0 maka Qa = 2

dengan demikian π maks = 7 Qa + 20 Qb – Qa² – 3 Qb² – Qa .  Qb




  = 7 . 2  + 20 . 3 – 2²  – 3 . 2²  – 2 . 3 = 37

III. Utilitas marginal parsial dan keseimbangan konsumen

Dalam kenyataan sehari-hari seorang konsumen tentu saja tidak hanya mengkonsumsi satu macam barang tapi berbagai macam. Jika kepuasan konsumen dilambangkan dengan U dan barang-barang yang dikonsumsinya dilambangkan dengan qI (I = 1, 2, 3 ….n), maka utilitas dapat dinotasikan dengan U = f (q1, q2, q3 ……qn). Jika disederhanakan seorang konsumen mengkonsumsikan hanya dua barang dan untuk mengkonsumsikan barang tersebut konsumen terhalang oleh batasan-batasan tertentu misalnya jumlah pendapatan maka untuk mencari kombinasi konsumsi yang dapat memberikan kepuasan maksimum dapat dilakukan dengan bantuan diferensiasi parsial atau lagrange.

Contoh :

1. Kepuasan seorang konsumen untuk mengkonsumsi barang X dan Y dicerminkan dengan fungsi utilitas U = x²y³. Jumlah pendapatan konsumen Rp. 1.000, harga X dan Y masing-masing perunit adalah Rp. 25 dan Rp. 50.

a. Bentuklah fungsi utilitas marginal untuk masing-masing barang

b. Berapa utilitas marginal tersebut jika konsumen mengkonsumsi 14 unit X dan 13 unit Y?

c. Jelaskan apakah dengan mengkonsumsi 14 unit X dan 13 unit Y kepuasan konsumen optimum atau tidak.

Jawab :

a. U = x²y³ 

MUx = Ux = dU/dX = 2xy³

MUy = Uy = dU/dY = 3x²y²

b. Jika x = 14 dan y = 13

MUx = 2(14)(13³) = 61.516

MUx = 3(14²)(13²) = 99.372

c. MUx / Px  = 61.516 / 25 = 2.460, 64

MUy / Py  = 99.372 / 50 = 1.987, 44

MUx / Px  ≠ MUy / Py . Berarti kombinasi konsumsi 14 x dan 13 y tidak memberikan kepuasan maksimum, tidak terjadi keseimbangan konsumsi.

2. Untuk soal kasus diatas hitunglah kombinasi konsumsi x dan y yang memberikan kepuasan optimum, serta besarnya nilai kepuasan optimal tersebut.

Jawab :

Agar kepuasan optimal MUx / Px = MUy / Py




       2 xy³ / 25 = 3x²y²/50

100xy³ = 75x²y², y = ¾ x


Jika x = 16 dan y = ¾ x

25 x + 50 y = 1000


maka y = 12

25 x + 50 . ¾ x = 1000


jika demikian maka kepuasan

25 x + 37 ½ x = 1000


optimum U = x²y³

62 ½ x = 1000, maka x = 16

U = 16² . 12³ = 442.368

IV. Produk Marginal Parsial dan Keseimbangan Produksi

Untuk memproduksi sesuatu barang  pada dasarnya diperlukan beberapa macam faktor produksi seperti tanah, modal, tenaga kerja, bahan baku, mesin-mesin dan sebagainya. Jika jumlah keluaran yang dihasilkan dilambangkan dengan P dan masukan yang digunakan dilambangkan dengan xi (I = 1, 2 ………….,n), maka fungsi produksinya dapat dituliskan dengan notasi P = f (x1, x2, x3, ………., xn).

Sebagian dari masukan yang digunakan sudah barang tentu merupakan masukan tetap, sementara sebagian lainya adalah masukan variabel. Selanjutnya jika untuk memproduksi suatu barang dianggap hanya dua macam masukan variabel (katakanlah K dan L), maka fungsi produksinya secara pasti dapat dinyatakan dengan :

P = f (k, l)

Derivatif pertama dari P merupakan produk marjinal parsialnya.

(P adalah produk marginal berkenaan dengan masukan K

(K

(P adalah produk marginal berkenaan dengan masukan L

(l

Untuk P = konstanta tertentu, fungsi produksi P = f (k, l) merupakan suatu persamaan isoquant, yaitu kurva yang  menunjukkan berbagai kombinasi penggunaan masukan K dan L, yang menghasilkan keluaran dalam jumlah yang sama.

Keseimbangan produksi maksudnya ialah suatu keadaan atau tingkat penggunaan kombinasi faktor-faktor produksi secara optimum, yaitu suatu tingkat pencapaian produksi dengan kombinasi biaya terendah (least cost combination). Secara geometri, keseimbangan produksi terjadi pada persinggungan isocost dengan isoquant. Isocost adalah kurva yang mencerminkan kemampuan produsen membeli berbagai macam masukan berkenaan dengan harga masing-masing masukan dan jumlah dana yang dimilikinya. Jika jumlah dana yang dianggarkan untuk membeli masukan K dan masukan L, adalah sebesar M, serta harga masukan K dan masukan L, masing-masing Pk dan Pl, persamaan isocostnya dapat dituliskan dengan notasi M = k . Pk + l . Pl.

Tingkat kombinasi penggunaan masukan yang optimum atau “least cost combination” dapat dicari dengan metode Lagrange. Dalam hal ini fungsi produksi P = f (k, l) dimaksimumkan terhadap fungsi isocost M = k. Pk + l. Pl

Fungsi tujuan yang hendak dioptimumkan
: P = f (k, l)

Fungsi kendala yang dihadapi


: M = k. Pk + l. Pl







  k. Pk + l. Pl – m = 0

fungsi baru lagrange : F(k, l) = f(k, l) + ( (k. Pk  + l. Pl – M)

syarat yang diperlukan agar F(k, l) maksimum :

Fk(k, l) = 0 ( fk (k, l) + ( Pk = 0 ……………………………. (1)

Fl (k, l) = 0 ( fl (k, l) + ( Pl  = 0 ……………………………. (2)

Dari  (1) dan (2) nilai k dan nilai l dapat diperoleh. Selanjutnya nilai p maksimum bisa dihitung.

Sekarang perhatikan :

Produksi total : P = f(k, l)

(i) Produk marjinal masukan K : M Pk = fk (k, l) =   (P

      (K

(ii) Produk marjinal masukan L : M Pl = fk (k, l) =    (P

      

     (L


Pengembangan lebih lanjut persamaan (1) dan (2) diatas tadi akan menghasilkan :


(1)
fk (k, l) + ( Pk = 0 ( fk (k, l) = -( =     fk (k, l)

    Pk

(2)
fl (k, l) + ( Pl = 0 ( fl (k, l) = -( =     fl (k, l)

   Pl


Dengan demikian, syarat keseimbangan produksi dapat juga dirumuskan :

ƒk  (k, l)   =   ƒl (k, l)




         Pk

Pk

MPk    =  MPl




             Pk          Pl
Jadi dalam rumusan lain dapat pula dinyatakan, bahwa produksi optimum dengan kombinasi biaya terendah akan tercapai apabila hasil bagi produk marjinal masing-masing masukan terhadap harganya bernilai sama.

Kasus A

Fungsi produksi suatu barang dinyatakan dengan P = 6 k⅔ l⅓. Bentuklah fungsi produk marjinal untuk masing-masing faktor produksi. Berapa produk marjinal tersebut jika digunakan 8  unit K dan 27 unit L ?

P = 6 k⅔ l⅓

MPk = Pk =   (P  = 4 k –1/3 l1/3 =  4l1/3

         (K

    k1/3

jika k = 8 dan l = 27,

MPk =    4(27)⅓  = 4³√27  = 2(4) = 6

     8⅓ 
       ³√8          2

MPl =    2(8)⅔  =  2²√8²  =  2³√64
=  2(4) =    6


     27⅔      ³√27²       ³√729           9
      9

Kasus B

Seorang produsen mencadangkan 96 rupiah untuk membeli masukan K dan masukan L. Harga per unit masukan K adalah 4 rupiah dan masukan L adalah 3 rupiah. Fungsi produksinya P = 12 kl. Berapa unit masing-masing masukan seharusnya ia gunakan agar produksinya optimum, dan berapa unit keluaran yang dihasilkannya dari kombinasi tersebut ?

Fungsi produksi yang hendak dioptimumkan : P = f (k, l) = 12 kl

Fungsi isocost yang menjadi kendala

: M = k. Px + l. Pl







  96 = 4k + 31







  96 – 4k – 31 = 0

Fungsi lagrange :

F (k, l) = 12 kl + ( (96 – 4k – 3l)


= 2 kl + 96 ( - 4 ( - 3(l

agar F maksimum, Fk = 0 dan Fl = 0

Fk (k, l) = 12 l – 4 ( = 0 ( ( = 3 l






3 l = 4 k

Fl (k, l) = 12 k – 3 ( = 0 ( ( = 4 k

96 = 4 k + 3 l

96 = 4 k + 4 k ( 8 k ( k = 12




    l  = 4/3 (12) = 16

P = 12 kl = 12 (12)(16) = 2304

Jadi agar produksinya optimum seharusnya digunakan kombinasi 12 unit K dan 16 unit L, dengan hasil produksi 2304 unit.

Kasus C

Kepuasan seorang konsumen dari mengkonsumsi barang X dan Y dicerminkan oleh fungsi utilitas U = x²y³. Jumlah pendapatan konsumen 1000 rupiah, harga X dan harga Y per unit masing-masing 25 rupiah dan 50 rupiah.

Kombinasi konsumsi yang memberikan kepuasan optimum adalah 16 unit X dan 12 unit Y, dengan nilai kepuasan U = 442.368.

Buktikan bahwa untuk mencari tingkat produksi optimum berlaku ketentuan MPx = MPl / Pl.

P = 12 kl → MPx =  (P = 12  l  dan  MPl      (P  = 12 k

     

         (K      

         (l

Untuk Pk = 4, Pl = 3, k = 12 dan l = 16 :

MPx   =   MPl  =  →  12 l    =     12 k    →    12(16)   =   12(12)    terbukti
  Px                Pl                    4              3                4                3
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